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E S E MP 1
Sia assegnata su v~ una •conneSS10ne
'-
r del secondo ordine di speC1e (D,l):
per provare c~e lo spazio di coomologia H;2 (isomorfo a <+ll, ì é un sovra
r C
spazio, in generale pro[lrio, dello spazio <+ll di coomologia l-dimensionale a
coefficienti reali e quindi dello spazio Hl di coomologia l-dimensionale di
De Rham, si osservi che, Der (2.1), una funzione differenziabile ha differer.
ziale covariante terzo rispetto a r 2 nullo se in ogni carta locale (L,~) la
sua immagine f in tale carta é tale che:
( 3 . l ) 1 .. hf1J +
[lqC,. h
1 J , + D
O
.. h1 J , O.
Le condizioni d'intenratilità del sistema (3.1), tenuto conto del teorema
sull 'invertibilità dell 'ordine delle derivazioni, sono:
(3.2) (CPq Crsi j ,h [lq, l - cpqi j , l c
rs
pq ,h
rs
+ 1 hC.. l +1 J ,
+ ,s DrU h .. l1 J , ) f, rs +
Pq
( Ci j ,h
r
al U. . hl J ,
pq
- C'· l1 J ,
r
+ 3 hO" l ) 'r f1 J , ()
,
E' immediato che il sistema (3.1), qualunque sia r'-, é soddisfatto dalle
funzioni localmente costanti; se esso é soddisfatto soltanto dalle funzioni
localmente costanti,
mensionale a coefficienti
é isomorfo allo spaZ4Ìo
reli e quindi ad H'.
Q{l di coomoloqia l-di
Se il sistema (3.1) é soddisfatto anche da altre funzioni,H~~ e un sovra
spazio proprio di Hl: ciò si verifica in alcuni esempi che saranno ora illu
strati.
E' noto che se r è una connessione lineare simmetrica localmente piatta,esi
ste un atlante in ogn1 carta del quale le componenti di r seno identicamente nul
le e viceversa.Da ciò e dalle (1.9) e (1,10) segue facilmente la seguente:
Prop, 1,- Se r 2 è una connessione del secondo ordine di specie (O,lì ~edo~­
ta da una connessione lineare simmetrica r, allora r è localmente piatta se e so-
-------- ----
lo se esiste un atlante in ogni carta del quale le componenti
ticamente nulle.Perciò in tale
ri e il sistema (3.1) diventa:
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nulle.
Sia r2 una connessione del secondo ordine dedotta da una conneSSlone
lineare localmente piatta,per la proposizione precedente esiste un atlante
(V ,~) ~- che non è restrittivo supporre numerabile e costituito da sfe
a "a a<;n. -
roidi - in° ogni carta del quile le componenti epq h e DP o h di r 2 sono idenlJ, lJ,
atlante i cambiamenti di coordinate sono linea
(3.3) ao Oh f = OlJ
•ln (V,iP).
a a
Ne segue che le funzioni aventi differenziale covariante terzo rl-
spetto a r 2 nullo, sono le funzioni di 2° grado a coefficienti
•
costanti delle coordinate Xl relative alla carta (Va' $a) e pertan
morfo a •
to lo spazio vettoriale
n(n+3) l
R 2 +
Pu del fascio
a
P 2r relativo ad LI a
• °
e 1 so-
(U
a
' iP
a
) o (Ub,iPb). Quindi lo ~azio vettoriale
(R n(~+3)+1)V, nove si è indicato con v il nu-
Inoltre per ogni (a,b) e;t12 tale che U
a
() Ub ~ 0, ogni funzione f
tale che o3 f = O in Ua()Ub è una funzione di 2° grado a coefficienti
localmente costanti delle coordinate di un punto di U
a
() Ub ln una qua-
lunque delle due carte
Pu () U èO isomorfo a
a b
mero delle componenti connesse di Ual) Ub. Essendo lo SpàziG vettoriale
delle funzioni localmente costanti relativo ad U nU
a b i somoi"fo
v
a ìR ,
ne segue facilmente che è isomorfo alla potenza ,n(n+3) +\ 2 1)-esima
dello spazio Q.ll di coomologia l-dimensionale a coefficienti reali. quindi:
_ ( n(n+3)
2 + l) . dim Hl.
Sia ora V una varietà differenziabile che ammetta un atlante
n
{(LI ~)}
a'''a ae{1,2,3 1 tale che per ogni (a,b) e
2(1,2,3) U () U
a b sla
connesso e dette 1~ le coordinate dei punti di Vn nella carta (Ua'~a)'
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• cambiamenti di coordinate siano dati da:l
• • • • •l l l l l la~ a~ • ax ox ax ax •l 3 I l 2 3 l
-6 . • • -6. • 6 .- - • - , - - -
axJ a~J , axJ , axJ axJJ ox" J JI I 3 3 2
Su tale varietà si consideri una connessione lineare f avente ln
l l
. (U ) componenti tutte nulle ad eccezione di f l2 = f 21 =ogm a,$a
= h € lR - {O} •e S1a la connessione del 2° ordine dedotta da
tale connessione lineare.
Tenendo conto di (1.8) e (1.9), i sistemi (3.1) e (3.2) diventano
rispettivamente
0121 f - 2 h 011 f - O
(3.4) 012/ 2 h 01/ +
2 Oh al f --
o.. hf - O V(ij ,h) " (1,2,1)lJ (1,2,2)
(3.5)
Derivando ulteriormente l'ultima equazlone del sistema (3.5) e tenendo
conto dell 'invertibilità dell 'ordine delle derivazioni si ottiene
che è l'unica condizione d'integrabilità. Ne segue che il sistema (3.4)
e (3.5) equivale al sistema:
o.. hf - OlJ
V(i,j,h)
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le cui soluzioni sono tutte e sole le funzioni del tipo:
z
••• -te x +cZ3 xZx3;!-· .+c l x l x +c Znn n . n- n n- n o XZ+... +con x +cn 00
•
con c .. costanti reali e (Xl) coordinate nella carta (U,$).
lJ a a
Ne segue che lo spazio vettoriale Pu del fascio Pr relativo ad
U
a
e isomorfo a mn(~+l) e quindi, cSme è facile verificare, lo spazlo
•e isomorfo alla potenza n(n+l) .(Z )-eslma dello spazio di coomolo-
gia l-dimensionale (}f a coefficienti reali e quindi
dim
